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Ustyszec geometr
| Zobaczyc dzwiek

(zytamy ten fytut, zastanawiajge sie, czy nie ma w nim btedu, a zaraz zapewne powiemy;

,Chyba powinno byc na odwrat”l 0t6z nie, wszystko jest w jak najlepszym porzgdku.
0d wielu juz lat badam zwiqzki miedzy matematykg i muzykq i zaprezentuje Wam,

Jak mozna wtasnie ustyszec geometrie | zobaczyc dzwiekl.

Tomasz Grebski

acznijmy od poczatku. Dawno te-
mu, w 6 wieku p.n.e. na greckiej
wyspie Samos zyl stawny mate-
matyk — Pitagoras. Przewodzit on
szkole my§lenia taczacej filozofie, matematyke,
muzyke i oczywiScie geometrie. Ich haslo prze-
wodnie brzmiato Wszystko jest liczbg. Pitago-
rejezycy (tak nazywano uczniéw Pitagorasa)
jako pierwsi odkryli matematyczng harmo-
nie w muzyce i wiedzieli rowniez, ze czlo-
wiek odbiera jako harmonijne zestawienie

takich dzwiek6w, ktorych czestotliwosci pozo-

stajag ze sobg w stosunku bedacym ilorazem W Rys. 1.Pitagoras
M Tabela. 1
Interwat pryma sekunda tercja kwarta kwinta seksta septyma oktawa
stosunek B 98 54 43 32 53 158 21
czestotliwosci
Przyktadowa
wysokos¢ @ D E F G A H @

dzwieku
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niewielkich liczb naturalnych. Odkryli tzw.
wielkg czworke liczb - 1, 2, 3, 4. Zauwazyli,
ze jezeli dtugoéci dwoch napietych jednakowa
sita strun majg sie jak 2:1, to struny te dajg
przyjemne wspotbrzmienie. Podobnie 3:2, 4:3
—te zalezno$ci sg liczbowym opisem konkret-
nych interwaléw muzycznych: oktawy, kwinty
czystej i kwarty czystej. Ich obserwacje mozna
stre$ci¢ w stwierdzeniu, ze ,harmonia wyraza
sie przez stosunek dwoch liczb naturalnych
itym jest pelniejsza, im liczby te sg mniejsze”.

Odkrycie Pitagorejezykéw doprowadzito
do stworzenia skali muzycznej, ktéra jest bar-
dzo zblizona do skali réwnomiernie tempero-
wanej, uzywanej obecnie w muzyce.

Pitagoras byt dumny z tego, ze wszystkie
nuty (dzwieki) odkryl przy uzyciu matema-
tyki i nadal im wartoéci liczbowe, stosownie
do ich miejsca w pewnego rodzaju wzorco-
wej tabeli 1.

Uzywajac kwint od nuty nr 1, byt on osta-
tecznie kierowany do nuty 27 i aby znalezc¢ te
sama nute w kolejnych oktawach, po prostu
podwajal ja do 54, 108, 216, 432 itd.

I tu pojawia sie liczba 432. Jest to liczba
do§é wazna w tzw. stroju pitagorejskim, ale
inie tylko. Czy sam Pitagoras traktowal jg
wyjatkowo, tego nie wiemy, ale ta liczba jest
naprawde bardzo ciekawa. Wiele starozytnych
instrumentéw muzycznych — od tybetanskich
mis! po flety amerykanskich Indian — wydaje

"Misy dzwiekowe wywodza sie z Indii, skad w VIl w. n.e. przy-
byty do Tybetu razem z buddyzmem. Uzywane byty w szaman-
skich rytuatach religijnych, a takze w medytacjach buddyj-
skich. Stuzyty nie tylko do gry, ale czesto takze jako przedmiot
uzytku domowego. Na misach dzwiekowych gra sie zasadni-
czo na dwa sposoby: uderzajac w mise pateczka - uzyskujac
w ten sposéb perkusyjny, pulsujacy ton lub pocierajac brzeg

misy drewniang rézdzka - uzyskujac dzwiek dtugotrwaty.
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ten sam ton, ktory wibruje z czestotliwo-

Scig 432 Hz. Przez dziesieciolecia wiekszo§é
instrumentow takze byla strojona do czestotli-
wosci 432 Hz. Nasuwa sie pytanie: kto wybral
te szczegblny dzwiek jako podstawe do stro-
jenia instrumentow i dlaczego? Aby to wyja-
§ni¢, powrocmy do jednej z pasji Pitagorasa
— geometrii. Wiemy, ze dla Pitagorasa i jego
uczniéw geometria i matematyka byla klu-
czem do natury wszelkiego zycia. I kto wie,
moze nim jest?

Na poczatek rozwazmy podstawowe geo-
metryczne ksztalty jakimi sa: trojkat,
kwadrat i pieciokat. Kazdemu z tych wie-
lokgtow przyporzadkujmy sume katoéw
wewnetrznych. W ten sposéb otrzymujemy
liczby, ktore bedg odpowiadac konkret-
nym ksztaltom. Suma katéw wewnetrz-
nych trojkata to 180 stopni, kwadratu —
360 stopni, a pieciokgta 540 stopni. Sume
te mozemy obliczyé réwniez z popularnego
wzoru matematycznego: S = (n—2)-180°,
gdzie n oznacza liczbe bok6w wielokata. Przy-

kladowe sumy pokazuje tabela 2.

180° 360° 540°
M Tabela.2
Wielokat Suma katéw
wewnetrznych

Tréjkat 180°
Kwadrat 360°
Pieciokat 540°
Szesciokat 720°
Siedmiokat 900°
Osmiokat 1080°
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PrzenieSmy te liczby na cykle drgan
na sekunde, czyli czestotliwosci mierzone
w Hz. Pozwoli to nam uslyszec te liczby.
A zatem:

180°=180 Hz
360°=360 Hz
540° =540 Hz
720°=720 Hz
900° =900 Hz
1080°=1080 Hz  itd.

Jesli teraz przeniesiemy sie do muzyki,
pamietajac, ze jesteSmy w stroju A = 432 Hz
iuzyjemy nazw nut, to okazuje sie, ze 180 Hz to
dzwiek Fis, 360 Hz to rowniez dzwiek Fis, ale
oktawe wyzej. Dzwiek 540 Hz to harmoniczna
kwinta do poprzednich dzwiekow. 720 Hz
to kolejne Cis, za$ 900 Hz to dzwiek Ais,
ktory jest wymagany do akordu durowego
Fis. 1080 Hz to kolejne Cis.

A zatem zobaczmy dzwieki akordu Fis-dur

w dwuwymiarowej geometrii:

ANOOO

A na klawiaturze fortepianowej wyglada

to tak:

A

- 180Hz
360Hz

Fis - TROJKAT
Fis - KWADRAT

-540Hz

Cis - PIECIOKAT

Ciekawe, prawda? P6jdZzmy dalej i prze-
nieSmy sie teraz w geometrie przestrzenna.
Zobaczmy czy i tam uda nam sie znalez¢
podobne zaleznosci. Warto w tym momencie
wspomnie¢ o stawnym filozofie i matematyku
jakim byt Platon. Platon - z powod6w estetycz-
nych — wprowadzit do geometrii (tak dawniej
zwano matematyke), Scisty kanon metodolo-
giczny. Wedlug niego dozwolone konstrukcje
geometryczne mogty by¢ prowadzone tylko
przy uzyciu cyrkla i linijki. Do dzi$ taki rodzaj
konstrukeji nosi nazwe konstrukeji platon-
skich. Prawdziwg obsesja Platona stalo sie
odnalezienie najprostszych trgjwymiarowych
geometrycznych ksztaltéw. Jego poszukiwa-
nia zakonczyly sie tym, co obecnie nazywamy
brytami platonskimi.

v
by

B Rys. 1. Bryty Platonskie (zrodto: wikipedia)
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- SIEDMIOKAT - 900Hz
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Te formy stanowia najbardziej podsta-
wowe bloki konstrukcyjne. Mozna je znalezé
zar6wno w wytworach ludzkich, jak i natural-
nych formach.

Zobaczmy teraz czy i jak wpasowujg sie one
w geometryczne dzwieki omowione wezeSniej.

Na poczatek rozwazmy czworo§cian. Jego
wszystkie §ciany to trojkaty. Jesli dodamy
wszystkie katy wewnetrzne kazdej Sciany, to
otrzymamy:

4 x180°=720°=720 Hz

A zatem widzimy, ze jest to omowiony wcze-
$niej dzwiek Fis.

Rozwazmy teraz sze§cian, jego Sciany to oczy-
wiécie kwadraty. Jesli dodamy wszystkie katy
wewnetrzne kazdej Sciany to otrzymamy:

6x360°="720°=2160 Hz
3600 Hz to przeciez wysokie Cis.
Nastepna ciekawa figura to oSmioécian zbudo-
wany z o$miu trojkatow. Jesli dodamy wszystkie

katy wewnetrzne kazdej Sciany to otrzymamy:

8§x180°=1140°=1440 Hz

\
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Tu mamy kolejny wyzszy dzwiek Fis na
skali muzyczne;j.

Rozwazmy teraz dwudziestoScian, ktory
zbudowany jest z 20 trojkatow, a wiec suma
jego wszystkich katow Scian wynosi:

20x180°=3600°= 3600 Hz

3600 Hz jako dZzwiek w muzyce to Ais,
ktory jest uzupelnieniem do petnego akordu
durowego Fis, ktory mozemy zilustrowaé
nastepujaco:

V$<¢ o

A zatem widzimy, ze dwu- i tréjwymiarowa
geometrie mozna wyrazi¢ za pomoca dzwie-
kéw (nut) znajdujacych sie w akordzie duro-
wym Fis. Mozemy to zestawienie zobaczy¢
w tabeli 314.

Zwro6ccie uwage rowniez na fakt, ktory
pokazuje tabela, ze suma cyfr kazdej sumy
katéw wewnetrznych jest rowna 9. Ale o tym
troche p6znie;j.

Rozwazyliémy wielokaty, a przeciez dosko-
nalg figurg geometryczna jest niewatpliwie

B Tabela.3
Geometria dwuwymiarowa
Wielokat vfelw:\ae;l(riﬁlv;’h Czestotliwos¢ Nazwa dzwieku Suma cyfr w sumie katow
Trojkat 180° 180 Hz Fis 1+8+0=9
Kwadrat 360° 360 Hz Fis 3+6+0=9
Pieciokat 540° 540 Hz Cis 5+44+0=9
Szesciokat 720° 720 Hz Cis 7+2+0=9
Siedmiokat 900° 900 Hz Ais 9+0+0=9
Os$miokat 1080° 1080 Hz Cis 140+8+0=9
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M Tabela.4

Geometria tréjwymiarowa

Suma katéw wewnetrznych

Wielokat A Czestotliwos¢ | Nazwa dzwieku | Suma cyfr w sumie katéw
Czworoscian 720° 720 Hz Fis 7+2+0=9
Szedcian 2160° 2160 Hz Cis 2+14+46+0=9
O$mioscian 1440° 1440 Hz Fis T+4+4+0=9
Dwudziestoscian 3600° 3600 Hz Ais 3+6+0+0=9

kolo. Zobaczmy teraz czy podobne zwigzki
geometrii i dzwiekow sprawdza sie w przy-
padku kola czy két. By¢ moze znane sa
Wam takie nazwy jak Swieta GeometriaZ,
Ziarno Zycia, czy Kwiat Zycia. Jesli nie, to na
pewno widzieli$cie rysunki, ktére za chwile
przedstawie.

Na poczatek musimy stworzyé wzoér zwany
,Zarodkiem Zycia”, ktéry w trakcie powta-
rzania przechodzi w , Ziarno Zycia”, a nastep-
nie , Kwiat Zycia” znajdowany w wielu $wia-
tyniach na calym §wiecie.

M Rys.2.,Ziarno Zycia"

2 Swieta Geometria (zrédto: goldenmean.info) - opisuje wszyst-
kie dziatania podlegajace réznym wzorcom za pomoca ksztat-
tow, form i proporcji. Jest to uniwersalny jezyk czystych prawd

bazujacy na wewnetrznym dziataniu natury.

Zacznijmy od okregu, ktory reprezentuje
kat 360°. To weczes$niej oméwiony dzwiek Fis.
Nastepnie dodajmy drugi okrag otrzymujac
warto$é 720° — kolejne Fis, trzy okregi to
1080° czyli harmoniczna kwinta do Fis czyli
Cis. Cztery okregi dajg 1440° (Fis), pie¢ okre-
gow daje 1800° (Ais), szeS¢ okregow — 2160°
czyli kolejne Cis. W ten sposob mozemy zoba-
czyé i uslyszeé¢ wzér ,Kwiatu Zycia”, ktory
intryguje ludzkos¢ od wielu lat.

Przedstawiona obok tabela 5 przedstawia
to doktadnie.
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M Rys. 3., Kwiat Zycia”
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M Tabela.5

360° =360 Hz = Fiis

1440°=1440 Hz = Fis

ZobaczyliScie zatem jak mogg wygladaé
dzwieki oraz w jaki spos6b mozna uslyszeé
geometrie. Do wygenerowania dzwiekow o
okreslonej czestotliwo$ci mozna uzyc gene-
ratora dzwiekow, np. na stronie: http://onli-
netonegenerator.com/.

Chciatbym jeszcze pobudzi¢ Wasza wyobraz-
nie i zwroci¢ uwage na ciekawg ceche wspo-
mnianych tu liczb, czyli na to, ze suma cyfr
kazdej z tych liczb jest réwna 9. Przyjrzyjmy
to jako ceche wigzaca wspomniane liczby
z liczbg 432. Wiele instrumentéw muzycz-
nych byto strojone do tonu A = 432 Hz. Dzi-
siaj jest to A = 440 Hz. Jest wiele intere-
sujacych hipotez na temat zmiany stroju
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720°=720 Hz = Fiis

1800°=1800 Hz = Ats
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1080°=1080 Hz = C'is

2160°=2160 Hz =C's

z 432 Hz na 440 Hz, mialo to miejsce w pierw-
szej polowie XX wieku. Przyjrzyjmy sie stro-
jowina 432 Hz oraz na tabele, w ktorej — choé
tego na pierwszy rzut oka nie wida¢ — gtéwna
role gra cyfra 9. Znajduje sie nie tylko w sumie
kazdego dzwieku w tabeli, ale rowniez jest
cyfra wymagang do poruszania sie w gore
i w doét skali, np. zacznijmy od dzwieku
A = 216 Hz. Aby uzyska¢ pozostale dzwieki
w tej oktawie, wystarczy dodac lub odjaé cyfre 9.
W tabeli znajduje sie jeszcze dodatkowy dzwiek
oznaczony jako Ab, ktérego nie ma w obecnej
skali rownomiernie temperowanej. Dzwiek
ten pozwala zachowaé¢ wspomniang wczesniej
regule poruszania sie po skali (Tabela 6).
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M Tabela.6
Oktawa 1 Oktawa 2 Oktawa 3 Oktawa 4 Oktawa 5

C 126 252 303 1008 2016
C# 135 270 540 1080 2160
D 144 288 576 1152 2304
D# 153 306 612 1224 2448
E 162 324 648 1296 2592

F 171 342 684 1368 2736
F# 180 360 720 1440 2880
G 189 378 756 1512 3024
G# 198 396 792 1584 3168
Ab 207 414 828 1656 3312
A 216 432 864 1728 3456
A# 225 450 900 1800 3600
B (H) 234 456 936 1872 3755

Spéjrzmy jeszcze na jedna z tych ciekawych
liczb - 2160. Liczbe wyrazong przez szeScian
i wzér ,Ziarna Zycia”. Troche ja zmodyfi-
kujmy. Jesli zabierzemy od niej zero (podzie-
limy przez 10) to otrzymamy polowe liczby
432. Okazuje sie, ze te dwie liczby wzbudzajg
bardzo duze zainteresowanie wielu badaczy
i naukowcow. Wystepuja one w miarach wiel-
koskalowych, np. w astronomii. Sg zwigzane
z niezwykle doktadnymi obliczeniami astro-
nomicznymi stynnej cywilizacji Majow.

Ciekawostka 1.

Dzien ma 86 400 sekund, albo tez 43 200
sekund w 12 godzinach dnia i 43 200 sekund
w 12 godzinach nocy.

Ciekawostka 2.

Srednica naszego Ksiezyca liczona w mi-
lach wynosi prawie 2160 mil, za§ Stonca to

(@]

ponad 864 000 mil. Jaki jest zwigzek mie-
dzy nimi a liczbg 432? Oto proste rachunki:
432:2=216
432X 2=3864

OczywiScie liczbami i dziataniami matema-
tycznymi mozna bawié sie w nieskonczonosé
iotrzymywac ciekawe wyniki.

Mam nadzieje, ze rozbudzitem Waszg wyob-
raznie i do tego tematu chetnie bedziecie
powracaé. My§le réwniez, ze od dzi$ bedzie-
cie bardziej melodyjnie patrzeé na geometrie,
zaczniecie jg styszec i bedziecie widzie¢ dzwieki.
Zrédta:
youtube.pl

wikipedia.pl

goldenmean.info

Tomasz Grebski

Nauczyciel matematyki w Zespole Szkat Nr 2 w Krasniku,
aufor matematycznego porfalu www.fomaszgrebski pl
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